1. Через середину ребра АА1 куба  АВСDA1B1C1D1  перпендикулярно прямой ВD1 проведена плоскость ( .  А) Докажите, что сечением куба плоскостью ( является правильный шестиугольник. Б) Найдите угол между плоскостями  (  и  АВС. 
2. В  прямоугольный  треугольник  АВС  вписана  окружность  ω,  касающаяся  гипотенузы  АВ  в  точке  М.  Точка  О  –  центр  описанной  около  треугольника  АВС  окружности. Касательная к окружности ω, проведенная из точки О, пересекает сторону  АС в точке Р. А) Докажите, что площадь треугольника АВС равна произведению длин отрезков АМ и  ВМ.  Б) Найдите площадь четырехугольника ВСРО, если известно, что АМ=12, ВМ=5.

3. В  правильной  треугольной  пирамиде  SABC  точка  Р  –  середина  АВ,  точка  К  –  середина ВС. Через точки Р и К параллельно SB проведена плоскость Ω.   А) Докажите, что сечение пирамиды плоскостью Ω является прямоугольником.  Б) Найдите расстояние от точки S до плоскости Ω, если известно, что SC=5, AC=6.

4. В равнобокую трапецию вписана окружность.  А)  Докажите,  что  диаметр  окружности  равен  среднему  геометрическому  длин  оснований трапеции.  (Средним  геометрическим  двух  положительных  чисел  а  и  b    называется  значение  выражения  [image: image2.png]


 )  Б) Найдите площадь четырехугольника с вершинами в  точках касания  окружности  со  сторонами трапеции, если известно, что длины оснований трапеции 8 и 18.

5. В основании прямой призмы ABCA1B1C1 лежит равнобедренный треугольник АВС  (АВ=АС). Точка К – середина ребра В1С1.  А) Докажите, что прямая АВ1 параллельна плоскости СКА1.  Б)  Найдите  расстояние  от  прямой  АВ1  до  плоскости  СКА1,  если  известно,  что  СВ=6,  СА=5, СС1=12. 

6. На сторонах AD и ВС параллелограмма AВCD взяты соответственно точки М и N,  причем  ВN:  NC  =  1:3.  Оказалось,  что  прямые  AN  и  АС  разделили  отрезок  BМ  на  три  равные части.  а)  Докажите, что точка М – середина стороны АD параллелограмма. б)  Найдите  площадь  параллелограмма  ABCD,  если  известно,  что  площадь  четырехугольника, ограниченного прямыми АN, AС, BM и BD равна 16.

7. В кубе  ABCDA1B1C1D1 на продолжении ребра ВВ1 отмечена точка Р так, что  РВ:ВВ1=3:4. Через точки А и Р параллельно прямой ВD1 проведена плоскость  ( .  А) Докажите, что плоскость ( делит ребро DC в отношении 1:2. Б) Найдите площадь сечения куба плоскостью (, если известно, что РВ=18.
8. Окружности   ω1 и ω2 касаются  внешним  образом.  А1А2  и  В1В2  –  их  общие  внешние касательные (А1 и В1 – точки касания с ω1 ,  А2 и В2 – точки касания с ω2 А)  Докажите,  что  расстояние  между  хордами  А1В1  и  А2В2  равно  среднему  гармоническому диаметров окружностей. (средним  гармоническим  двух  положительных  чисел  а  и  b  называется  значение  выражения [image: image4.png]


)  Б)  Найдите  площадь  четырехугольника  А1А2В2В1,  если  радиусы  окружностей  равны  соответственно 9 и 4.
9. Все  ребра  правильной  четырехугольной  пирамиды  FABCD    с  основанием  ABCD  равны  7. Точки  P,Q,R  лежат  на  ребрах  FA, AB  и  ВС  соответственно,  причем  FP=BR=4,  AQ=3.  А) Докажите, что плоскость PQR перпендикулярна ребру FD  Б) Найдите расстояние от вершины D до плоскости PQR
10.  В окружность радиуса R вписан четырехугольник ABCD, Р – точка пересечения его  диагоналей, АВ=CD=5, AD>BC. Высота , опущенная из точки В на сторону AD, равна 3, а  площадь треугольника ADP равна  12,5.   А) Докажите, что ABCD – равнобедренная трапеция  Б) Найдите стороны AD, BC  и радиус окружности R.
11. В правильной треугольной пирамиде РABC  (Р – вершина) точка К – середина АВ,  точка М – середина ВС, точка N лежит на ребре АР, причем АN:NP=1:3.  А) Докажите,  что  сечением  пирамиды  плоскостью,  проходящей  через  точки N, K, M,  является равнобедренная трапеция.  Б) Найдите угол между плоскостями  NKM и АВС, если известно, что АВ=6, АР=8.
12. Две  окружности  касаются  внутренним  образом  в  точке  А  так,  что  меньшая  окружность  проходит  через  центр  большей.  Хорда  ВС  большей  окружности  касается  меньшей  в  точке  К.  Прямые  АВ  и  АС  вторично  пересекают  меньшую  окружность  в  точках Р и М соответственно.  А) Докажите, что  РМ || ВС.   Б)    Найдите  площадь  треугольника  АВС,  если  РМ=12,  а  радиус  большей  окружности  равен 20.
13. В  основании  прямой  призмы  ABCDA 1B1C1D1 лежит  ромб  АВСD  с  диагоналями АС = 8  и  ВD = 6. а) Докажите, что прямые ВD1 и АС перпендикулярны.  б)  Найдите  расстояние  между  прямыми  ВD1  и АС, если  известно,  что  боковое  ребро  призмы равно 12.
14. К двум окружностям с центрами О1 и О2 и радиусами 6 и 3 проведены три общие  касательные: одна внутренняя и две внешних. Пусть А и В – точки пересечения общей  внутренней касательной с общими внешними.   а) Докажите, что около четырехугольника О1АО2В можно описать окружность.   б)  Найдите  расстояние между  точками  касания  окружностей  с  их  общей  внутренней  касательной, если известно, что О1О2=15.
15. Дана  правильная  шестиугольная  призма АВСDЕFA1B1C1D1E1F1 .  Через  точки B, D1, F1 проведена плоскость α.  а) Докажите, что плоскость α  перпендикулярна плоскости DCC1.  б) Найдите площадь сечения призмы плоскостью α, если известно, что АВ=1, АА1=3.

16. а)  Докажите,  что  в  прямоугольном  треугольнике  сумма  длин  диаметров  вписанной и описанной окружностей равна сумме длин катетов.  б) В прямоугольном треугольнике АВС из вершины прямого угла проведена высота СН.  Найдите  сумму  длин  радиусов  окружностей,  вписанных  в  треугольники  АВС,  АСН  и  ВСН, если известно, что СН= 5.

17. Дана правильная шестиугольная призма АВСDЕFA1B1C1D1E1F1 . Через  точки B, D1, F1 проведена плоскость β.  а) Докажите, что плоскость β пересекает ребро АА1 в такой точке М, что АМ : А1М = 1:2.  б) Найдите угол, который образует плоскость β с плоскостью основания призмы, если  известно, что АВ=1, АА1=3. 

18. В прямоугольном треугольнике ABC с катетами АС=3 и ВС=2 проведены медиана  СМ и биссектриса СL.  а)  Докажите,  что  площадь  треугольника  СМL  составляет  одну  десятую  часть  от  площади треугольника АВС.  б)  Найдите угол МСL.

19. В правильной шестиугольной призме ABCDEFA1B1C1D1E1F1   AB = 2, AA1 = 3. а) Докажите, что прямые AC1 и BE перпендикулярны. б) Найдите расстояние между прямыми AC1 и BE.

20. Две окружности пересекаются в точках А и В. Через точку А проведены диаметры  АС и АD этих окружностей. а)   Докажите, что точки D, В и С лежат на одной прямой. б)  Найдите  произведение  АD∙АС,  если  известно,  что  АВ=8,  а  диаметр  окружности, описанной около треугольника АDС, равен 10.
