ШКОЛЬНЫЙ  ЭТАП  2016-2017 уч. год
11 класс
(3 часа или 4 урока)

1. 


Квадратный трехчлен  не имеет корней и .  Найдите знак коэффициента .

Ответ: 





Решение. Если квадратный трёхчлен не имеет корней, то, либо  и все его значения положительны, либо  и все его значения отрицательны. Ввиду того, что , имеем первый случай, тогда и .
Критерии.
Если ответ не обоснован – 0 баллов.
Верное решение – 7 баллов.

1. Натуральные числа от 1 до 127 разбили на несколько (больше одной) групп. Оказалось, что во всех группах суммы чисел равны. Доказать, что число групп чётно.
Решение. Сумма S всех чисел равна S = 12764. Число 127 – простое, а все делители числа 64, отличные от единицы – чётные. Поскольку во всех группах суммы чисел равны, общее число N групп является делителем числа S, то есть либо N=127, либо N чётно. Но равенство N = 127 означает, что в каждой группе ровно одно число, и поскольку все числа различны, такая ситуация невозможна.
Критерии.
Если не рассмотрен случай N = 127 – не более 3 баллов.
Верное решение – 7 баллов.

1. В квадрате АВСD точки К и L – середины сторон ВС и СD соответственно, а М и N – точки пересечения прямой КL с описанной окружностью квадрата. Докажите, что треугольник АМN является равносторонним.
Решение. Обозначим за О середину диагонали АС, она же центр описанной окружности квадрата. Ввиду симметричности квадрата и его описанной окружности относительно диагонали АС, имеем AM = AN и MN перпендикулярен АС. По теореме Фалеса, MN является серединным перпендикуляром к отрезку ОС, следовательно, OC=OM=MC. Значит, треугольник ОМС — равносторонний и величина угла СОМ равна 60 градусов, тогда треугольник АОМ — равнобедренный с углом 120 градусов при вершине, поэтому величина угла ОАМ равна 30 градусов. Аналогично, величина угла ОАN тоже равна 30 градусов. Следовательно, треугольник АМN  равнобедренный с углом при вершине 60 градусов, то есть - правильный.
Критерии.
Доказано, что AM = AN – 1 балл.
Доказано, что MN перпендикулярен АС – 1 балл.
Доказано, что величина угла СОМ равна 60 градусов – 2 балла.
Доказано, что величина угла ОАМ равна 30 градусов – 2 балла.
Доказано, что треугольник АМN равнобедренный с углом при вершине 60 градусов – то 1 балл.

1. На едином экзамене 333 ученика допустили в общей сложности 1000 ошибок. Возможно ли при этом, что учеников, сделавших более чем по 5 ошибок, оказалось больше, чем учеников, сделавших менее чем по 4 ошибки?
Ответ. Не могло.
Решение. Пусть x – число школьников, сделавших не более чем по 3 ошибки, y – число школьников, сделавших по 4 или по 5 ошибок, а  z – число школьников, сделавших не менее чем по 6 ошибок. Тогда  x + y + z = 333. 
Кроме того, по условию  1000 > 4y + 6z > 3(x + y + z) + 3(z – x) = 999 + 3(z – x).  Следовательно,  z – x < 0.
Критерии.
Получена система уравнений и неравенств – 2 балла.
Верное решение – 7 баллов.

1. Петя и Вася по очереди выписывают делители натурального числа 5040. Делитель можно выписать, только если он не выписывался ранее и взаимно прост со всеми ранее выписанными числами. Начинает Петя. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из игроков может победить независимо от игры противника?
Ответ. Выигрывает Петя.
Решение. Разложим число 5040 на простые множители: 5040=24×32×5×7. Выигрывает Петя, например, если возьмет первым ходом число 2×3×5=30. Тогда Васе остаётся два хода: 1 или 7. Какое бы число не выбрал Вася, оставшееся сможет выбрать Петя.
Критерии.
Ответ без обоснования – 0 баллов.
Верное решение – 7 баллов.
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